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Inégalités de Markov tangentielles loales sur les
ourbes algébriques singulières de R
n
version révisée
∗
par
Laurent GENDRE
Abstrat-We prove that all real singular algebrai urves admits Markov
's loal tangential inequalities. We give a geometri signiane of Markov's
exponent.
1 Introdution
Ce sont dans les artiles de L.BOS, P.MILMAN, N.LEVENBERG et B.A.
TAYLOR [14℄ et W. PLESNIAK et M. BARAN [11℄ qu'il est montré que l'-
exposant de Markov est au moins égal à 1 sur les surfaes algébriques de
Rn, lisses C∞, sans bord et ompates. Pour y parvenir, les auteurs utilisent
essentiellement des outils de la théorie du pluripotentiel omplexe. En re-
vanhe dans l'artile R. NARASIMHAN et C. FEFFERMAN [16℄, il est
démontré qu'il existe de telles inégalités ave un exposant de Markov valant
2 dans des ompats, ne ontenant pas de points singuliers, inlus dans des
sous-ensembles algébriques de Cn, et ei par des tehniques non triviales de
géométrie analytique. Bien sûr, dans ette introdution trop ourte, on ne
pourra iter toutes les parutions et les auteurs ayant ontribué à l'essor de
e sujet vu la densité de résultats. Cei dit, donnons une liste non exhaustive
des résultats intéressants et fondamentaux de e domaine qui permettra de
erner l'ensemble :[18℄, [19℄, [9℄, [10℄, [14℄, [7℄, [1℄ et [3℄.
Dans et artile, nous démontrons l'existene d'inégalités de Markov lo-
ales tangentielles sur les ourbes algébriques singulières de Rn. Nous répon-
dons sur le omportement de l'exposant de Markov, en montrant qu'il est
minoré par un invariant géométrique. Pour ela, nous utilisons des outils de
géométrie analytique et des résultats de la théorie du pluripotentiel om-
plexe, an d'aaiblir la notion d'HCP pour la fontion de Green ave ple
∗
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1
à l'inni.
2 Énoné des Théorèmes
Nous adopterons l'identiation suivante C
n ≡ Rn⊕ iRn ; Rn est don un
sous-espae vetoriel de Cn. Par onséquent, nous onsidérons, anonique-
ment, R[x1, . . . , xn] omme sous-espae de C[z1, . . . , zn].
Si E est un sous-ensemble de Cn et a un point de E, on dira que v est un
veteur tangent en a de E, s'il existe une suite (ai)j∈N de point de E et une
suite de réels stritement positifs (λj)j∈N telles que v = limj→+∞ λj(a− aj).
Nous appellerons l'ensemble des veteurs tangents de E en a le ne tangent
en de E en a et le noterons C(E, a). Notons que pour tout v ∈ C(E, a),
λ · v ∈ C(E, a), ∀λ ∈ R+∗ ; les veteurs tangents unitaires de C(E, a) ont
un sens.
Pour tout sous-ensemble K ⊂⊂ Cn, nous noterons la norme uniforme sur
K ainsi : ‖.‖K .
Nous appellerons moreau de ourbe algébrique, tout sous-ensemble ana-
lytique onnexe et irrédutible d'une ourbe algébrique. Nous onviendrons
de la notation suivante : Ci = C
i × {0} sous-espae de Ci × Cn−i. Enn
pour tout sous-ensemble algébrique A de Rn, nous noterons respetivement
l'ensemble des points singuliers et réguliers par Asing et Areg.
Théorème 1 Soit A un moreau de ourbe algébrique. Pour tout x0 dans A,
il existe C1, C2 et ε0 des onstantes stritement positives, dépendant de x0 et
loalement majorées telles que ∀ε ∈ [0, ε0[, ∀p ∈ R[x1, . . . , xn] :
1. si x0 ∈ Asing,
|Dvp(x0)| 6 C1
(
C2(deg(p))
2
ε
)k
‖p‖A∩B(x0,εk) ,
où k est la multipliité omplexe du point singulier x0 dans A˜ et v un
veteur unitaire dans C(A, x0).
2. si x0 ∈ Areg \ ∂A,
|Dvp(x0)| 6 C1
(
C2 deg(p)
ε
)
‖p‖A∩B(x0,ε) ,
3. si x0 ∈ ∂A \ Asing,
|Dvp(x0)| 6 C1
(
C2 deg(p)
ε
)2
‖p‖A∩B(x0,ε) ,
où v est un veteur unitaire de l'espae tangent Tx0Areg.
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Corollaire 1 Soit A une ourbe algébrique, ompat, loalement irrédutible
et sans singularité au bord. Alors A admet des inégalités de Markov tangen-
tielles loales. Il existe don C1, C2 et ε0 des onstantes absolues stritement
positives telles que : ∀ε ∈ [0, ε0[, ∀x0 ∈ A, ∀p ∈ R[x1, . . . , xn],
|Dvp(x0)| 6 C1
(
C2(deg(p))
2
ε
)k
‖p‖A∩B(x0,εk),
où k est la multipliité omplexe du point x0 et v un veteur unitaire dans
C(A, x0).
Au 2 du théorème 1, nous retrouvons le résultat énoné par Feerman et
Narasimhan dans [16℄, pour le as d'une ourbe algébrique. Les hypothèses
du théorème 1 englobent, bien sûr, les ourbes algébriques lisses sans bord.
Nous en déduisons le orollaire suivant qui est une onséquene du théorème
de Bos, Milman, Levenberg et Taylor [14℄.
Corollaire 2 Soit A une ourbe algébrique C∞, ompate et loalement irré-
dutible de Rn. A admet des inégalités de Markov tangentielles loales d'ex-
posant 1. Autrement dit, il existe C1, C2 et ε0 des onstantes positives absolues
telles que : ∀ε ∈ [0, ε0[, ∀x0 ∈ A, ∀p ∈ R[x1, . . . , xn],
|Dvp(x0)| 6 C1
(
C2 deg(p)
ε
)
‖p‖A∩B(x0,ε),
où v est un veteur unitaire de l'espae tangent Tx0A.
3 Préliminaires
3.1 Sous-ensembles algébriques de Rn
Si S est une partie de Kn(n > 2) (K est le orps R ou C), on notera que
IK(S) := {p ∈ K[x1, . . . , xn] : p|S = 0} ,
est un idéal de Kn ayant un nombre ni de générateur (K[x1, . . . , xn] est un
anneau Noetherien). Si P est une partie non vide K[x1, . . . , xn], on érira
loc P = {x ∈ Kn : ∀p ∈ P, p(x) = 0}
le lous de P.
Les sous-ensembles algébriques de Kn sont les parties A de Kn telles que :
loc IK(A) = A.
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En gardant l'identiation Cn ≡ Rn⊕ iRn, nous onsidérerons, pour tout
sous-ensemble algébrique A de Rn le omplexié de A omme étant le plus
petit sous-ensemble algébrique omplexe de C
n
ontenant A. On le notera A˜,
ainsi que, A˜reg et A˜sing les sous-ensembles, respetifs, singuliers et réguliers
de A˜. On remarquera que IC(A˜) = IR(A)⊗R C et A = A˜∩Rn. Pour plus de
préisions, il faut se référer au livre de Narasimhan([15℄, page 91).
Un sous-ensemble A de Rn est une ourbe algébrique, s'il existe des
polynmes p1, . . . , ps dans R[x1, . . . , xn], (s ∈ N⋆), tels que : A = {x ∈ Rn :
p1(x) = · · · = ps(x) = 0} et que dimRA = 1.
3.2 Critère d'algébriité
Le ritère d'algébriité de Rudin sera utile dans la démonstration du
théorème 1. Une seule impliation nous servira. On trouvera sa démonstration
dans([4℄, Théorème 3, page 78), voii son énoné :
Théorème 2 Soit X un sous-ensemble analytique de Cn(n ∈ N) de dimen-
sion pure p. Alors X est algébrique si et seulement s'il existe C et s deux
onstantes stritement positives et un hangement de oordonnées unitaire
tels que :
∀z = (z′, z′′) |z′′| 6 C(1 + |z′|s)
où
z′ = (z1, · · · , zp) et z′′ = (zp+1, · · · , zn)
Nous verrons plus tard que nous hoisirons un hangement de oordonnées
unitaire bien spéique et que e hoix est ruial dans l'obtention de nos
estimations. En eet, nous aurons besoin que le sous-espae Rn de Cn soit
stable par e hangement de oordonnées. En fait, hoisir un ne ,omme
au théorème i-dessus,  'est trouver une "bonne" projetion. Cei peut être
énoné par la proposition suivante.
Proposition 1 Soit A˜ un sous-ensemble algébrique de Cn de dimension pure
p. Si la projetion pi : A˜ −→ Cp est propre on a :
A˜ ⊂ {(ξ′, ξ′′) ∈ Cn : |ξ′′| 6 C(1 + |ξ′|s)}.
Ave
ξ′ = (ξ1, . . . , ξp) et ξ
′′ = (ξp+1, . . . , ξn)
où C et s sont des onstantes stritement positives dépendant seulement de
A˜.
Nous nous bornerons juste à énoner e théorème dont la démonstration
gure dans ([17℄, Proposition 1, page 389).
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3.3 Multipliité d'un point dans les sous-ensembles an-
alytiques
La multipliité dun point dans un sous-ensemble algébrique omplexe de
dimension pure p est donné par l'expression suivante :
∀a ∈ A˜, µa(A˜) := min {µa(piL|A˜) : L ∈ GrC(n, n− p)} .
où GrC(n, n − p) est la Grassmanienne dans Cn et piL est la projetion or-
thogonale dénie par piL : C
n ≃ L ⊕ L⊥ −→ L⊥. On a toujours µa(A˜) > 1,
pour tout a ∈ A˜. La multipliité omplexe µa(A˜) n'est autre que le nombre
de Lelong du ourent [A˜] en a ; 'est don un invariant par biholomorphisme,
f ([4℄, Proposition 2, page 120 et page 190).
3.4 Paramétrisation de Puiseux pour une ourbe ana-
lytique omplexe
Construisons la paramétrisation de Puiseux pour les ourbes analytiques
de Cn. Nous adapterons la démonstration de ([4℄, page 67).
Dans ette partie A est un sous-ensemble analytique de Rn de dimension
pure 1, loalement irrédutible et A˜ le sous-ensemble algébrique omplexié
de A dans Cn, tel que 0 ∈ Asing (don 0 ∈ A˜sing) ; la projetion pi : A˜∩U −→
U ′ ⊂ C1 (U = U ′ × U ′′ ⊂ C× Cn−1 un polydisque) est propre.
Pour toute fontion holomorphe f au voisinage d'un point a de C nous
érirons l'ordre de f en a : orda f .
Nous noterons l'ensemble R<r>, pour tout suite d'entiers 0 6 l1 < · · · <
lr 6 k − 1 k ∈ N⋆ et r ∈ N⋆ tel que 1 6 r 6 k, ainsi :
R<r> =
⋃
16j6r
[
0, ei
2pilj
k
]
Proposition 2 Sous les hypothèses et les notations dérites i-dessus, il ex-
iste ϕ : D(0, 1) −→ A˜ ∩ U une paramétrisation de Puiseux dénie dans
un voisinage ouvert du disque unité fermé D(0, 1) de C1 telle que ϕ(z) =
(czk, ψ1(z), . . . , ψn(z)), ∀z ∈ D(0, 1), où k = µ0(A˜), les ψj sont holomor-
phes ave ord0 ψj > k et c ∈ C onstante dépendant de ϕ ; il existe des
entiers 0 6 l1 < · · · < lr+
A
6 k − 1 (resp. 0 6 l′1 < · · · < l′r−
A
6 k − 1),
où r+A (resp. r
−
A ) est le nombre de branhe de la ourbe réelle A dans U ,
ayant 0 omme extrémité, au dessus de [0, 1] ⊂ D(0, 1) (resp. au dessus
de [−1, 0] ⊂ D(0, 1)), de sorte que ϕ|
R
<r
+
A
> (resp. ϕ|
R
<r
−
A
> ) paramétrise
A ∩ U ∩ {(z1, . . . , zn) ∈ Cn : ℜe(z1) ∈ [0, 1]} (resp. A ∩ U ∩
{(z1, . . . , zn) ∈ Cn : ℜe(z1) ∈ [−1, 0]})
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Preuve : A˜ est de dimension omplexe 1, A˜sing est un ensemble disret.
Don il existe un polydisque U = U ′ × U ′′ ⊂ C × Cn−1 tel que pi<−1>(0) ∩
A˜∩U = {0}, où pi est la projetion Nous avons supposé que le sous-ensemble
algébrique A est loalement irrédutible ; il s'en suit don que le omplexié
A˜ est loalement irrédutible, ei d'après ([15℄, Proposition 2, page 92). La
projetion pi|U est propre, d'après le théorème de struture des sous-ensembles
analytiques omplexes (A˜∩U, pi, U ′) est un l-revêtement holomorphe ramié.
Fixons un point a ∈ A ∩ U tel que a1 ∈ R où a1 = pi(a). Soit γ : [0, r1[→
A˜ le relèvement du segment [0, r1[⊂ C1 passant par a dans A (i.e ∃t0 ∈
[0, r1[, γ(t0) = a, ∀t ∈ [0, r1[, pi ◦ γ(t) = t). Ce relèvement existe ar
(A˜ ∩ U, pi, U ′) est un l-revêtement holomorphe ramié. Comme A˜ ∩ U est
irrédutible A˜ ∩ U \ {0} est onnexe. Cei nous permet de dire que Γr =
pi<−1>({z ∈ C : |z1| = r})∩ A˜, ∀r ∈ [0, r1[, est une ourbe de Jordan fermée.
Don le triplet (Γr, pi, |z1| = r) est un l-revêtement. On peut ainsi onstruire
une unique paramétrisation γr : [0, 2pi[→ Γr telle que pi ◦ γr(t) = reikt, ave
γr(0) = γ(r). Dénissons don :
ζ(z) :=
(
pi(z)
r1
) 1
k
, ζ(γr(t)) =
(
r
r1
) 1
k
eit.
La fontion ζ est holomorphe et injetive sur (A˜ ∩ U) \ {0}. Don d'après
le théorème de prolongement de Riemann des fontions holomorphes sur les
singularités, la fontion z : D(0, 1) → A˜ ∩ U , telle que ζ 7→ z(ζ) est une in-
jetion holomorphe. Ainsi nous obtenons une paramétrisation de Puiseux
pour 0 ∈ A˜sing. Comme le point a n'est pas dans pi(Asing), on a don{
a0, . . . , ak−1
}
= pi<−1>({a1}) ∩ A˜ ∩ U , en prenant par exemple a = a0.
D'après la onstrution de la fontion z(ζ), nous pouvons ordonner les points
(al)l∈{0,...,k−1}, de sorte que ζ(a
l) ∈ [0, ei 2ipilk ], ∀l ∈ {0, . . . , k − 1}. Dénissons
les ensembles i-dessous :
E<k> :=
⋃
06l6k−1
[
0, ei
2pil
k
]
.
et R<k> la partie de E<k> telle que
R<r+A> :=
⋃
16j6r+
A
[
0, ei
2pilj
k
]
, (1)
où r+A est le nombre de branhes, ayant pour extrémité 0, dans A ∩ U et
[0, ei
2pilj
k ] est un segment paramétrisant une branhe de A ∩ U au-dessus du
segment [0, 1]. Bien sûr, l'entier naturel r+A ne peut dépasser k et est toujours
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plus grand que 1. Ainsi ϕ|
R
<r
+
A
> paramétrise analytiquement la partie de la
ourbe réelle A au-dessus du segment [0, 1]. Pour les branhes de A ∩ U au-
dessus de [−1, 0], on se ramène au as des branhes au dessus de [0, 1] par
une rotation d'angle pi. 
Si v est un veteur tangent dans C(A, 0). Toutes les branhes d'extrémité
0 de la ourbe A ∩ U sont paramétrisées loalement en 0 par ϕ|
R
<r
+
A
> ou
ϕ|
R<r
−
A
>. Don pour le veteur tangent v, il orrespondra une branhe de
A ∩ U , à laquelle il est tangent, et don un segment de R<r+A> et R<r−A>,
du type [0, ei
2pil
k ] paramétrisant la dite branhe par ϕ|[
0,ei
2pil
k
]
. Bien sûr, la
géométrie de R<r+A> et de R<r−A> dépendent de la nature de la singularité de
la ourbe algébrique réelle A.
Lemme 1 Soit A˜ une ourbe algébrique de Cn irrédutible et a ∈ A˜sing.
Si k est l'exposant de la paramétrisation de Puiseux, alors k est aussi la
multipliité de la singularité omplexe de A˜ en a.
Preuve :Dénissons le produit salaire usuel dans Cn : ∀(u, v) ∈ (Cn)2
ave u = (u1, . . . , un) et v = (v1, . . . , vn)
(u|v) :=
j=n∑
j=1
ujvj .
Soient L ∈ GrC(n − 1, n), u ∈ L⊥ et v2, · · · , vn ∈ L tel que (u, v2, . . . , vn)
soit une base C-orthonormée. On a bien :
Cu
⊥⊕
(
⊥⊕
26j6n
Cvj
)
= Cn,
on en déduit don que :
∀z ∈ Cn, piL(z) = (z|u)u, piL : L⊕ L⊥ −→ L⊥.
On peut supposer que a = 0, sans perdre de généralité. Soit la paramétri-
sation de Puiseux de A˜ en 0, z(ξ) = (cξk, ψ2(ξ), . . . , ψn(ξ)), où les ψj sont
holomorphes dans D(0, 1) telles que ord0(ψj) > k, ∀j ∈ {2, . . . , n}. Dans
([4℄, Lemme 1, page 107), nous avons l'égalité suivante :
ord0(piL ◦ z(ξ)) = µ0(piL|A˜).
En identiant Cu à C, on a
pi ◦ z(ξ) =
(
cξku1 +
j=n∑
j=2
ψj(ξ)uj
)
u, ∀L ∈ GrC(n− 1, n).
On déduit trivialement que µ0(A˜) = k. 
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3.5 Fontion de Green ave ple à l'inni, inégalité de
Bernstein-Walsh et ompat HCP de Cn
Soit E un sous-ensemble de Cn. On notera la lasse de Lelong, LE(C
n),
que l'on dénira omme i-dessous :
LE(C
n) := {u ∈ PSH(Cn) : u|E 6 0, ∃cu ∈ R, u 6 cu + log(1 + |z|)} ,
où |z| := max16j6n |zj |, ave z = (z1, . . . , zn).
La fontion de Green ave ple la l'inni assoiée au ompat E est dénie
ainsi :
VE(z) := sup {u(z) : u ∈ LE(Cn)} , ∀z ∈ Cn.
Il est possible de réduire l'ensemble LE(C
n) pour dénir VE, si l'on suppose
que E est ompat. En eet, si
L+E(C
n) := {u ∈ PSH(Cn) : u|E 6 0, u > 0, ∃cu ∈ R, u 6 cu + log(1 + |z|)} ,
on a même
VE(z) := sup
{
u(z) : u ∈ L+E(Cn) ∩ C∞(Cn)
}
, ∀z ∈ Cn.
On appellera la régularisée supérieure de la fontion VE la plus petite
fontion semi-ontinue supérieurement majorant VE. On la note V
⋆
E et on la
dénit omme i-dessous :
V ⋆E(z) := lim sup
ζ→z, ζ∈Cn
VE(ζ).
Si E est non pluripolaire (i.e. ∀u ∈ PSH(Cn), E 6⊂ u<−1>(−∞)) la
fontion V ⋆E ∈ PSH(Cn). Nous avons le théorème approximation de VE dû à
Siiak.
VE = log(ΦE) (2)
où
ΦE(z) := sup
{
|p(z)| 1deg(p) : p ∈ C[z1, . . . , zn], ‖p‖E 6 1, deg(p) > 1
}
, z ∈ Cn.
‖·‖E est la norme uniforme sur le ompat E. A partir de l' égalité (2), nous
déduisons trivialement l'inégalité de Bernstein-Walsh :
|p(z)| 6 ‖p‖E e(deg(p)VE(z)), ∀p ∈ C[z1, . . . , zn], ∀z ∈ Cn. (3)
On trouvera plus de préisions sur les démonstrations des propriétés de
la fontion de Green ave ple à l'inni et du théorème de Siiak dans son
papier fondamental [6℄ ou dans l'ouvrage [12℄.
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Si E est un ompat de Cn, non pluripolaire, nous dirons que E à la
propriété d'HCP (Hölder Continuity P rinipe), s'il existe δ0, C, α > 0 des
onstantes ne dépendant que de E telles que :
∀δ ∈ [0, δ0] , ∀z ∈ Cn, d(z, E) 6 δ =⇒ VE(z) 6 Cδα (d métrique Eulidienne).
Si un ompat à la propriéte d'HCP , la fontion VE est ontinue ; ei
implique que le ompat E est L-régulier (.f.[6℄).
Nous dirons que E est loalement HCP , si pour tout a ∈ E, il existe
ε > 0, tel que E∩B(a, ε) vérie la propriété d'HCP . Pour plus de ommodité
grammatiale et syntaxique, nous érirons simplement que E est HCP ou
E est loalement HCP . Parfois, par abus de language, nous préiserons la
valeur de la onstante α en parlant d'HCP d'exposant ou d'ordre α, s'il n'y
a pas de onfusions possible.
Il est évident, qu'ave l'inégalité de Benstein-Walsh (3) et les inégalités de
Cauhy, qu'un ompat de E ⊂ Cn HCP admette des Inégalités de Markov.
La notion de d'HCP a été explorée par Plesniak et Pawluki dans l'artile
[19℄ de manière très approfondie.
4 Continuité de Hölder de la fontion extré-
male dans le sous-ensemble algébrique A˜
Dans ette partie, nous allons aaiblir la notion d'HCP pour les ourbes
algébriques de Rn (n > 2) en la restreignant au sous-ensemble algébrique
omplexié. Pour e faire, nous introduirons la métrique des géodésiques dans
la ourbe omplexiée et nous verrons, modulo une ertaine ompatibilité
pour ette métrique, que ette notion d'HCP impliquera enore l'existene
d'inégalités de Markov tangentielles.
En dénitive, il ne sera pas néessaire de montrer la propriété d'HCP
dans Cn, mais seulement dans une partie de dimension omplexe 1.
4.1 Prolongement de la paramétrisation de Puiseux pour
les ourbes algébriques omplexes
Pour obtenir le prolongement de la paramétrisation de Puiseux, il est
néessaire de onstruire une projetion globale pi : A˜→ C1 propre.
Proposition 3 Soient G = G′ ×G′′, où G′ et G′′ sont deux sous-ensembles
ouverts respetifs de Cp et Cm (m + p = n), et pi : (z′, z′′) 7→ z′. Soit A˜
un sous-ensemble analytique de G tel que pi : A˜ −→ G′ soit une appliation
propre. Alors A˜′ = pi(A˜) est un sous-ensemble analytique de G′, et le nombre
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de pré-images pi−1({z′}), (z′ ∈ G′) est loalement ni dans G′. Si, de plus,
G = Cn, G′ = Cp et A˜ est un sous-ensemble algébrique de Cn, alors A˜′ =
pi(A˜) est aussi un sous-ensemble algébrique de Cp.
On trouvera la démonstration de la proposition 2 dans le livre de Chirka ([4℄,
3.2, page 29).
Lemme 2 Soit A un sous-ensemble algébrique de Rn de dimension 1 et A˜
son omplexié dans Cn tel que A = A˜ ∩ Rn. Alors il existe l une transfor-
mation unitaire de Cn telle que l(Rn) = Rn et pi : l(A˜) −→ C1 soit propre.
Preuve : On injete Cn dans Pn(C),H0 sera l'hyperplan à l'inni identié
Pn−1(C) dans Pn(C) de sorte que Pn(C) = Pn−1(C) ∪ Cn. La ourbe A est
algébrique, don il existe des polynmes p1, . . . , ps dans R[x1, . . . , xn], s ∈ N⋆,
tels que :
A = {x ∈ Rn : p1(x) = · · · = ps(x) = 0} .
Si dj est le degré du polynme pj , pour tout j ∈ {1, . . . , s}, nous avons alors
la déomposition suivante pour tous les polynmes pj :
pj(x) = hj(x) + qj(x), ∀j ∈ {1, . . . , s} ,
où les hj sont des polynmes homogènes dans R[x1, . . . , xn] de degré dj et les
qj sont des polynmes dans R[x1, . . . , xn] tels que deg(qj) < dj. Considérons
le sous-ensemble algébrique projetif V , déni omme i-dessous :
V := {[z] ∈ Pn−1(C) : h1(z) = · · · = hs(z) = 0}
ave
V ⊂ H0, H0 = Pn−1(C).
Le sous-ensemble algébrique projetif V est bien déni puisque les hj sont
des polynmes homogènes et V est propre, ar les hj ne sont pas tous nuls.
Maintenant identions GrC(n, 1) et Pn−1(C). Soit
L :=
{
L˜ ∈ GrC(n, 1) : L˜ ⊂ A˜
}
,
il est évident de voir que L est un fermé d'intérieur vide dans GrC(n, 1).
Posons don
M := GrC(n, 1) \ L,
il s'en suit que M est un ouvert partout dense dans GrC(n, 1). Dénissons
l'ensemble suivant :
B :=
{
L˜ ∈ GrC(n, 1) : ∃vn ∈ Rn, ‖vn‖2 = 1, L˜ = Cvn, [vn] 6∈ V
}
.
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De toute évidene B 6= ∅, ar deg(hj) = deg(pj) implique que V est au plus
une hypersurfae. Supposons maintenant que B 6⊂ M. Don il existe L˜ ∈ B
tel que L˜ 6∈ M. Il s'en suit que L˜ ⊂ A˜. Choisissons vn dans Rn tel que
L˜ = Cvn, ar L˜ est dans B. Posons L = Rvn. Nous avons :
L ⊂ L˜ ⊂ A˜ =⇒ L ⊂ A.
Don
∀λ ∈ R, p1(λvn) = · · · = ps(λvn) = 0
Soit enore
∀λ > 0, 1
λd1
p1(λvn) = · · · = 1
λds
ps(λvn) = 0.
Si λ→∞, ela nous donne :
h1(vn) = · · · = hs(vn) = 0,
don [vn] est dans V , e qui est une ontradition. En onlusion B ⊂ M.
Soient, maintenant, les polynmes homogénéisés des pj dénis omme i-
dessous :
p⋆j(z0, . . . , zn) := z
dj
0 pj
(
z1
z0
, . . . ,
zn
z0
)
, j ∈ {1, . . . , s} .
Les p⋆j sont des polynmes homogènes de C[z0, · · · , zn]. Considérons la variété
projetive de Pn(C)
˜˜
A := {[z] ∈ Pn(C) : p⋆1(z) = · · · = p⋆s(z) = 0} .
Comme pour tout j ∈ {1, . . . , s}, on a pj = p⋆j |Cn. Il s'en suit que A˜ = Cn∩ ˜˜A.
Étant donné que
˜˜
A est fermé, nous en déduisons suessivement les inlusions
suivantes :
A˜ ⊂ ˜˜A et A˜ \ A˜ ⊂ ˜˜A.
On a aussi
˜˜
A ∩ H0 = V , par onséquent A˜ ∩ H0 ⊂ V , et A˜ ∩ H0 = ∅. Ave
l'inlusion i-dessous :
A˜ ⊂ A˜ ⊂ ˜˜A
et
A˜ ⊂ A˜ ∩ Cn ⊂ ˜˜A ∩ Cn = A˜.
Don
A˜ = A˜ ∩ Cn = ˜˜A ∩ Cn.
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Montrons que A˜ \ A˜ ⊂ V . On a
A˜ = A˜ ∩ (H0 ∪ Cn) =
(
A˜ ∩H0
)
∪
(
A˜ ∩ Cn
)
=
(
A˜ ∩H0
)
∪ A˜.
De plus A˜ =
(
A˜ \ A˜
)
∪ A˜. Don on a l'égalité i-dessous :(
A˜ \ A˜
)
∪ A˜ =
(
A˜ ∩H0
)
∪ A˜ (✸1)
Choisissons [z] ∈ A˜ \ A˜, on a [z] 6∈ A˜. Ave l'égalité (✸1), on en déduit que
[z] ∈ A˜∩H0, soit A˜ \ A˜ ⊂ A˜∩H0. L'inlusion voulue est démontrée, sahant
que nous avons A˜ ∩H0 ⊂ V , d'où :
A˜ \ A˜ ⊂ V ⊂ H0.
Choisissons maintenant L˜ dans B. Nous avons L˜ 6⊂ A˜ et L 6⊂ A. Il s'en
suit que L˜ ∩ A˜ est une sous-ensemble algébrique propre de L˜. Comme L˜ est
de dimension omplexe 1 et A˜ algébrique, L˜ ∩ A˜ est ni, don L ∩ A aussi.
Construisons maintenant la transformation unitaire l. Choisissons vn tel que
‖vn‖2 = 1 et Cvn = L˜. Rappelons que Cn est muni du produit salaire
i-dessous :
∀z, ζ ∈ Cn, (z|ζ) :=
j=n∑
j=1
zjζj ,
ave z = (z1, . . . , zn), ζ = (ζ1, . . . , ζn). Construisons par le proédé d'orthonor-
malisation de Gram-Shmidt une base R-orthogonale dans L⊥R . Nommons la
(v1, . . . , vn−1). La base (v1, . . . , vn−1) est C-libre. Nous avons don dimC V ectC(v1, . . . , vn−1) =
n− 1. Il s'en suit que :
V ectC(v1, . . . , vn−1) = L˜
⊥C
tel que L˜⊕ L˜⊥C = Cn.
On a
∀a ∈ A˜,
(
A˜ \ A˜
)
∩ L˜ ⊂ V ∩
(
a+ L˜
)
= ∅,
ar V est un sous-ensemble de H0 et [vn] n'appartient pas à V . On en déduit
que la projetion i-dessous :
piL˜ : A˜ −→ L˜⊥C (✸2)
est propre. D'après la onstrution de L˜ et L˜⊥, il existe don une unique
transformation unitaire l1 de C
n
telle que
(l1(vj)|ek) = δj,k, ∀j, k ∈ {1, . . . , n} ,
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ave δi,j symbole de Kroneker, et on a
l1(R
n) = Rn.
On déduit d'après e qui préède, 'est-à-dire (✸2), que la projetion :
pi1 : l1(A˜) −→ Cn−1
(z′, zn) 7−→ z′
est propre. Notons maintenant A˜1 = A˜. D'après la proposition 3, pi
1(l(A˜1))
est algébrique dans Cn−1. Construisons par réurrene desendante la suite
(pii, li, A˜i), pour tout i ∈ {2, . . . , n− 1}, telle que :
pii : li(A˜i) −→ Cn−i, A˜i = pii−1
(
li−1(A˜i−1)
)
, ∀i ∈ {2, . . . , n− 1} ,
où pii est une projetion propre telle que pii(Rn−i) = Rn−i−1, A˜i est un sous-
ensemble algébrique et li est dans O(C, n−i), l'ensemble des transformations
unitaires de Cn−i et li(R
n−i) = Rn−i. Nous avons les inlusions suivantes :
ji : O(C, i) −→ O(C, i+ 1)
ln−i+1 7−→ ln−i+1 ⊕ idC(i+1) , ∀i ∈ {2, . . . , n− 1} ,
où C(i) est le sous-espae {0Ci−1} × C de Cn. Il s'en suit que si l'on pose
l˜ = (ln−1 ⊕ idC(3)) ◦ · · · ◦ (l2 ⊕ idC(n)) ◦ l1, l˜ se trouve dans O(C, n), telle que
l˜(Rn) = Rn. Si pi = pin ◦ · · · ◦ pi1, où pin : ln−1(A˜n−1) −→ C1 est la projetion
propre hoisie omme pi1 pour le sous-ensemble algébrique A˜n−1. On a don :
pi : l(A˜) −→ C1
(z1, . . . , zn) 7−→ z1
est propre ar toutes les projetions pii le sont, don pi et l vérient les on-
ditions requises du lemme. 
Proposition 4 Supposons A une ourbe algébrique réelle, loalement irré-
dutible, telle que 0 ∈ A˜sing et ϕ la paramétrisation de Puiseux de la proposi-
tion 2. Modulo un hangement de oordonnées unitaire dans C
n
, laissant A
dans Rn, il existe Ψ une appliation holomorphe dénie dans Ω′ ouvert de C
partout dense, ave D(0, 1) ⊂ Ω′, telle que Ψ prolonge ψ à Ω′ et pour tout z
dans Ω′, |Ψ(z)| 6 C(1+ |z|sk), où C, s > 0 sont des onstantes ne dépendant
que de A˜.
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Preuve : On peut don hoisir, d'après le lemme 2 du 4.1, un hangement
de oordonnées unitaire et une projetion pi : A˜ −→ C1, pi(ξ1, . . . , ξn) = ξ1,
propre telle que pi(Rn) = R. Comme A˜ est supposée algébrique, d'après la
proposition 1 du 3.2, il existe deux onstantes réelles stritement positives
C, s telles que :
(|ξ2|2 + · · ·+ |ξn|2) 12 6 C(1 + |ξ1|s). (4)
La projetion pi est propre, don il existe σ1 ⊂ C1 un sous-ensemble ni
(0 ∈ σ1 ar 0 ∈ A˜sing), sahant que A˜ est de dimension omplexe 1 et
algébrique, tel que,
pi : A˜ \ pi<−1>(σ1) −→ C \ σ1
soit un r-revêtement holomorphe (r ∈ N⋆), ave
∀z1 ∈ C \ σ1, ard
(
pi<−1>(z1) ∩ A˜
)
= r.
Don pour tout z1 ∈ C1 \ σ1, il existe de Vz1,j, (∀j ∈ {1, . . . , r}) des ouverts
de A˜ \ pi<−1>(σ1) et Wz1 ∈ VC1(z1) (voisinage ouvert de z1) ave αz1,j ∈
H(Wz1) (∀j ∈ {1, . . . , r}).
αz1,j : Wz1 −→ Vz1,j
ξ 7−→ (ξ, αz1,j(ξ)).
Posons Ω = C1 \∆, où ∆ est un ensemble ni de demi-droites de C1 ayant
pour origine tous les points de σ1, ontenant en partiulier [0,+∞[, rendant
ainsi Ω simplement onnexe1. En appliquant le théorème de la monodromie,
il existe α1, . . . , αr ∈ H(Ω) tels que :
∀z1 ∈ Ω, ∃Wz1 ∈ VC1(z1), ∀j ∈ {1, . . . , r} , αj|Wz1 = αz1,j.
Modulo un hangement d'indies hoisissons U ∈ VCn(0) où U = U ′ × U ′′ ⊂
C× Cn−1 tel que :
pi|U : A˜ ∩ U −→ U ′
(ξ1, . . . , ξn) 7−→ ξ1
soit une appliation propre, pi<−1>(0)∩A˜∩U = {0} et A˜∩U soit irrédutible,
rappelons que la ourbe algébrique réelle A est loalement irrédutible dans
les hypothèses de notre lemme. D'après le théorème de struture loale des
sous-ensembles analytiques, il existe σ2 ⊂ C1 (σ2 ⊂ σ1) ni tel que pi :
(A˜ ∩ U) \ pi<−1>(σ2) −→ C1 \ σ2 soit un k-revêtement holomorphe ramié
(k ∈ N⋆). Construisons la paramétrisation de Puiseux assoiée à la singularité
1
L'auteur remerie Julien Duval pour ette idée.
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0 de A˜ à partir de la projetion pi|U (.f. la proposition 2 du 3.4), soit ϕ(z) =
(czk, ψ(z)) ette paramétrisation ave k = µ0(A˜). Considérons les seteurs
suivants, si D′(0, 1) = D(0, 1) \ {0},
Sj :=
{
z ∈ D′(0, 1) : 2pij
k
< arg(z) 6
2pi(j + 1)
k
}
, (∀j ∈ {0, . . . , k − 1}).
Dénissons les hangements de oordonnées loales suivantes :
θj : D′(0, 1) −→ Sj
ξ 7−→ ( ξ
c
)
1
k
.
On a évidemment θj ∈ H(D′(0, 1)). Posons S ′j = Sj \ ∆j , ∆j := θj(∆), et
Ωj := θj(Ω), on voit que Ωj ⊂ S ′j. D'après le théorème de l'image ouverte
Ωj est ouverte. Il est lair que θj paramétrise S ′j sur D(0, 1) \∆ ⊂ D′(0, 1).
Don ϕ◦ θj paramétrise un moreau d' une feuille au dessus de D(0, 1)\∆ ⊂
C1. On en déduit l'existene d'un αij , tel que ψ ◦ θj = αij sur Ω. Don la
fontion ψ se prolonge sur l'ouvert Ωj et de l'inégalité (4) on déduit, pour
tout z ∈ Ωj , |ψ(z)| 6 cj(1 + |z|)sk (∀j ∈ {0, . . . , k − 1}). On déduit de
même que ψ se prolonge sur haque Ωj . Comme les prolongées oïnident
sur D′(0, 1) \∆′, alors d'après le théorème du prolongement analytique, ψ se
prolonge sur l'ouvert Ω′ déni par :
Ω′ =
⋃
16j6k−1
Ωj .
Soit Ψ sa prolongée, elle vérie don :
∀z ∈ Ω′, |Ψ(z)| 6 c(1 + |z|sk),
ave Ω′ = C1. 
Dans le orollaire 3, nous démontrons, sans le dire, une version globale
du théorème des fontions impliites.
Préisons dans le orollaire i-dessous e qui dière lorsque l'on hoisit le
point x0 dans Areg.
Corollaire 3 Soit A une ourbe algébrique réelle de Rn loalement irré-
dutible. Soit x0 dans A˜reg xé. Modulo un hangement de oordonnées uni-
taire laissant A dans Rn, il existe une paramétrisation holomorphe ϕ(z) =
(cz, ψ(z)), telle que ϕ : D(0, 1)→ A˜ ∩ U , où U = ϕ(D(0, 1)) et ϕ([−1, 1]) =
A ∩ U . Cette paramétrisation se prolonge dans Ω un ouvert de C partout
dense, telle que |ψ(z)| 6 c(1 + |z|s), pour tout z dans C. Où c et s sont des
onstantes dépendant uniquement de la ourbe A.
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Étant donné la forte similitude de ette démonstration ave elle du orollaire
3, nous nous permettrons d'être un peu plus expéditif, quant à la démonstra-
tion de elui-i.
Preuve : D'après le lemme 2 du 4.1, il existe un hangement de oor-
données unitaire laissant A dans Rn, tel que la projetion,
pi : A˜ −→ C1
(z1, . . . , zn) 7−→ z1 ,
soit propre. Sans perdre de généralité, on peut supposer que x0 = 0 et 0 ∈
Areg. Il existe σ un sous-ensemble, formé de points isolés, inlus dans C, tel
que
pi : A˜ \ pi<−1>(σ) −→ C \ σ,
soit un r-revêtement ramié. En opérant de la même manière qu'à la propo-
sition 4 du 4.1, il existe un ouvert Ω de C partout dense et simplement
onnexe et des fontions αj (j ∈ {1, . . . , r}) holomorphes dans Ω telle que
ψ = αj|D(0,1). Étant donné que la projetion est propre et la ourbe A˜ est
algébrique, on a, d'après la proposition 1 du 3.2, l'estimation suivante :
|ψ(z)| 6 c(1 + |z|s), ∀z ∈ Ω,
d'où le orollaire souhaité. 
4.2 Estimation de la fontion extrémale
Nous allons estimer la fontion de Green ave ple à l'inni sur un voisi-
nage de la ourbe algébrique réelle. Nous remarquerons que la proposition 5,
i-après, nous donne une autre démonstration d'une partie du théorème de
Sadullaev [2℄.
Dans la proposition suivante les hypothèses sur A sont les mêmes que
dans la proposition 4 du 4.1 et la paramétrisation de Puiseux ϕ est elle
obtenue dans la proposition 2 du 3.4.
Proposition 5 Modulo un hangement de oordonnées unitaire laissant A
dans Rn, il existe des onstantes réelles c1, c2, ε0 et ρ1 stritement positives
dépendant uniquement de ϕ telles que : ∀ε ∈ [0, ε0[, ∀z ∈ D(0, ρ),
VA∩B(0,c1εk) ◦ ϕ(z) 6 c2VεR<r+A>(z),(
resp. VA∩B(0,c1εk) ◦ ϕ(z) 6 c2VεR<r−A>(z),
) (5)
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ave
R<r+A> =
⋃
16j6r+
A
[
0, e
2ikjpi
k
]
,

resp. R<r−A> =
⋃
16j6r−
A
[
0, e
2ik′jpi
k
]
,

où k = µ0(A˜), r
+
A (resp. r
−
A) est le nombre de omposantes onnexes de A ∩
B(0, c1ε
k)∩{(z1, . . . , zn) ∈ Cn : ℜe(z1) > 0} (resp. le nombre de omposantes
onnexes de A ∩ B(0, c1εk) ∩ {(z1, . . . , zn) ∈ Cn : ℜe(z1) < 0} ). L'ensemble
R<r+A> et 0 6 k1 < · · · < kr+
A
6 k (resp. R<r−A> et 0 6 k′1 < · · · < k′r−
A
6 k)
sont onstruits omme dans la proposition 2 du 3.4.
Preuve : Montrons l'estimation (5) pour R<r+A> seulement, la démon-
stration sera la même pour R<r−A>. Posons ϕ(z) = (czk, ψ2(z) . . . , ψn(z)),
∀z ∈ D(0, 1) (f. la proposition 2 du 3.4) ; soit ε0 ∈ ]0, 1[, de sorte que
ϕ(D(0, ε)) ⊂ BCn(0, c1εk), pour tout ε dans ]0, ε0[. Remarquons que nous
avons les inlusions suivantes : ∀ε ∈ ]0, ε0[,
ϕ(R<r+A>) ⊂ A, ϕ(εR<r+A>) ⊂ A ∩ ϕ(D(0, ε)) ⊂ A ∩ BCn(0, c1εk). (6)
Celles-i entraînent les inlusions i-après :
LA∩B(0,c1εk)(C
n) ⊂ LA∩ϕ(D(0,ε))(Cn) ⊂ L
ϕ(εR
<r
+
A
>
)
(Cn).
Nous allons diretement majorer la fontion VA∩B(0,c1εk). D'après la propo-
sition 4 du 4.1, ϕ se prolonge en une fontion holomorphe dans un ouvert
partout dense Ω de C telle que, max26j6n |ψj(z)| 6 C (1 + |z|s), pour tout
z ∈ Ω. Etant donné que εR<r+A> est un ontinu et que ϕ est une fontion
holomorphe de C dans Cn, il s'en suit que ϕ(εR<r+A>) n'est pas L-polaire,
par onséquent A∩B(0, c1εk) non plus. Don, d'après ([12℄, Corollaire 5.2.2,
page 193), il existe une onstante réelle stritement positive Cϕ,A,ε telle que :
u ◦ ϕ(z) 6 Cϕ,A,ε + s log(1 + |z|), ∀z ∈ Ω, ∀u ∈ LA∩B(0,c1εk)(Cn).
Soit u dans LA∩B(0,c1εk)(C
n), il s'en suit, de e qui préède, que u◦ϕ(z) 6
Cϕ,A,ε + s log(1 + |z|), pour tout z dans Ω. Soit ρ une onstante réelle dans
]ε0, 1[ et onsidérons la fontion auxiliaire Hα, omme suit :
Hα(z) :=
[
s log
( |z| − ρ1
1− ρ1
)
+ α
]+
, ∀z ∈ C, ∀α > 0,
où
x+ = max(0, x), ∀x ∈ R.
La fontion Hα est sous-harmonique dans C, ∀α > 0 et vérie les propriétés
i-dessous :
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• Hα(z) = 0, ∀z ∈ D(0, ρ).
• Hα(z) > α, ∀z ∈ C \D(0, 1).
• Hα(z) 6 cα + s log(1 + |z|), ∀z ∈ C, cα étant une onstante réelle
stritement positive.
Maintenant, hoisissons α > 0 susamment grand de sorte que Hα(z) >
u ◦ϕ(z), pour tout z dans Ω\D(0, 1). Pour ela minorons ∆α(z) := Hα(z)−
u ◦ ϕ(z) dans Ω,
∆α(z) > s
[
log
(
1− ρ|z|
)
− log
(
1 +
1
|z|
)]
−s log(1−ρ)+α−Cϕ,A,ε , ∀z ∈ Ω\D(0, 1),
∆α(z) > s log
(
1 +
−1− ρ
|z|+ 1
)
+ α− Cϕ,A,ε − s log(1− ρ), ∀z ∈ Ω \D(0, 1).
Don, si on hoisit α > 0 assez grand, on a ∆α(z) > 0 pour tout z dans
Ω \D(0, 1). D'après la onstrution de l'ouvert Ω de la proposition 4 du 4.1
et le hoix de α, nous avons
∀z ∈ ∂Ω, lim sup
ζ→z,ζ∈Ω
u ◦ ϕ(ζ) 6 Hα(z),
don d'après ([12℄, Corollaire 2.9.14, page 69), la fontion :
Wα(z) =
{
max(u ◦ ϕ(z), Hα(z)), z ∈ Ω
Hα(z), z ∈ C \ Ω
est bien dénie et sous-harmonique dans C,
1
s
Wα ∈ L
ϕ(εR<r
+
A
>)
(Cn) etWα|D(0,ρ) =
u ◦ ϕ. Il s'en suit que
u ◦ ϕ(z) 6Wα(z) 6 sVεR<k>(z), ∀z ∈ D(0, ρ).
Nous onluons don
u ◦ ϕ(z) 6 sV
εR
<r
+
A
>(z), ∀z ∈ D(0, ρ1), ∀u ∈ LA∩B(0,c1εk)(Cn). 
Remarque : Pour ne pas alourdir la démonstration de la proposition 5,
nous n'avons pas détaillé l'hypothèse où la multipliité k prend la valeur 1.
Rappelons que nous avons supposé que 0 est un point de Asing, don nées-
sairement k est supérieur ou égal à 2. Cei dit, l'obtention de l'estimation (5),
pour les points non singuliers de A˜, ne dière pas quant aux tehniques de
démonstration utilisées, il faut seulement substituer la proposition 4 au orol-
laire 3 du 4.1. C'est pourquoi, il ne nous semble pas néessaire de démontrer
le orollaire, i-dessous.
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Corollaire 4 Soit A une ourbe algébrique loalement irrédutible telle que
0 ∈ Areg. Modulo un hangement de oordonnées unitaires laissant A dans
R
n
, ils existent des onstantes ε0, ρ, c1 et c2 réelles stritement positives
dépendant de la paramétrisation ϕ(z) = (cz, ψ(z)) du orollaire 2, telles que
• si 0 ∈ Areg \ ∂A,
∀ε ∈ [0, ε0[, ∀z ∈ D(0, ρ), VA∩B(0,c1ε) ◦ ϕ(z) 6 c2V[−ε,ε](z), (7)
• si 0 ∈ Areg ∩ ∂A,
∀ε ∈ [0, ε0[, ∀z ∈ D(0, ρ), VA∩B(0,c1ε) ◦ ϕ(z) 6 c2V[0,ε](z). (8)
Le lemme i-dessous est dû à Bos [7℄.
Lemme 3 Soient b un nombre omplexe appartenant à εI, |b| 6= ε (I =
[−1, 1] ⊂ C) et r stritement positif tel que r < ε− |b|. Alors :
sup
D(b,r)
VεI 6 c log(1 + r),
où c = max
{
1, 2
dist(b,ε∂I)
}
.
Preuve : Sans perdre de généralité, on peut supposer b stritement posi-
tif. Pour démontrer le lemme i-dessus il sut d'estimer supD(0,r) VI′ où
I ′ = [2b− ε, ε]. On a :
sup
D(0,r)
VI′ = log
 ir
ε− b +
√(
ir
ε− b
)2
− 1
 .
Nous rappelons que la fontion de Green ave ple a l'inni sur le segment
[−1, 1] dans C est onnue :
V[−1,1](z) = log
+
∣∣∣z +√z2 − 1∣∣∣ , ∀z ∈ C.

Lemme 4 La fontion V[−1,1] vérie la propriété de ontinuité de Hölder
ave un exposant
1
2
, 'est-à-dire :
(∀δ ∈ [0, 1])(∀z ∈ C, dist([−1, 1], z) 6 δ) =⇒ V[−1,1](z) 6 Cδ 12 (HCP ).
Où C est une onstante réelle stritement positive.
Nous ne donnerons la démonstration de e dernier lemme, qui pourra être
trouvée dans [18℄ ou dans le livre de M.Klimek [12℄.
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4.3 Métrique des géodésiques et ontinuité de Hölder
dans le sous-ensemble algébrique A˜
Dénissons la métrique des géodésiques dans A˜. Considérons l'ensemble(
S[0,1],4
)
des subdivisions de l'intervalle [0, 1] muni de la relation d'ordre
suivante : ∀σ, τ ∈ S[0,1], σ 4 τ est équivalent à dire que la subdivision σ est
moins ne que τ . Maintenant, si γ est une fontion de [0, 1] dans A˜ et σ est
dans S[0,1], nous dénirons Vσ(γ) de la sorte :
Vσ(γ) :=
j=p−1∑
j=0
‖γ(tj+1)− γ(tj)‖2 , σ = (t0, . . . , tp), σ ∈ S[0,1],
où ‖z‖2 := (
∑j=n
j=1 |zj |2)
1
2 , ∀z ∈ Cn. Dénissons le sous-ensemble des fon-
tions à variation bornée i-dessous :
CV B(ξ1,ξ2)([0, 1], A˜) :=
{
γ ∈ C0([0, 1], A˜) : γ(0) = ξ1, γ(1) = ξ2, sup
σ∈S[0,1]
Vσ(γ) < +∞
}
,
où C0([0, 1], A˜) est l'ensemble des fontions ontinues de [0, 1] dans A˜. On
peut don dénir désormais une métrique dans A˜ de ette manière,
d(ξ1, ξ2) := inf
{
V (γ) : γ ∈ CV B(ξ1,ξ2)([0, 1], A˜)
}
, ∀ξ1, ξ2 ∈ A˜,
où
V (γ) := sup
{
Vσ(γ) : σ ∈ S[0,1]
}
.
Il est lair que d(·, ·) dénit bien une métrique dans A˜.
Lemme 5 Soit A˜ une ourbe algébrique omplexe loalement irrédutible .
On onsidère l'espae métrique (A˜, d), où d(·, ·) est la métrique des géodésiques
dans A˜. Alors, pour tout ξ0 dans A˜reg, il existe un voisinage ouvert U de ξ0
dans A˜reg, une paramétrisation de Puiseux ϕ : D(0, 1) → U, ϕ(0) = ξ0 et
des onstantes réelles stritement positives c1 et c2, ne dépendant que de ϕ
tels que,
c1 |zˆ1 − zˆ2| 6 d(ϕ(zˆ1), ϕ(zˆ2)) 6 c2 |zˆ1 − zˆ2| , ∀zˆ1, zˆ2 ∈ D(0, 1). (9)
Si de plus ξ0 est dans A˜sing, il existe U un voisinage ouvert de ξ0 dans A˜,
A˜sing ∩ U = {ξ0} et ϕ : D(0, 1) → U, ϕ(0) = ξ0 la paramétrisation de
Puiseux, on a similairement,
c1 |zˆ1|k 6 d(ϕ(0), ϕ(zˆ1)) 6 c2 |zˆ1|k , ∀zˆ1 ∈ D(0, 1), (10)
où k est la multipliité omplexe du point singulier ξ0 de A˜.
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Preuve : Commençons par démontrer (9). Soient ξ0 ∈ A˜reg et ϕ :
D(0, 1) → U la paramétrisation de Puiseux. Fixons zˆ1 et zˆ2 dans D(0, 1).
Choisissons γ dans CV B(ϕ(zˆ1),ϕ(zˆ2))([0, 1], A˜) et σ ∈ S[0,1], telle que σ =
(t0, . . . , tp). Sans perdre de généralité, on peut supposer que ξ0 = 0. Posons
ξk = γ(tk), ∀k ∈ {0, . . . , p}. Comme ϕ est surjetive, ils existent z0, . . . , zp
dans D(0, 1) tels que z0 = zˆ1, zp = zˆ2 et ξk = ϕ(zk), ∀k ∈ {0, . . . , p}. Nous
avons l'égalité suivante :
ξk+1 − ξk = ϕ(zk+1)− ϕ(zk) =
∫ 1
0
d
dt
ϕ(tzk+1 + (1− t)zk)dt.
D'où
‖γ(tk+1)− γ(tk)‖2 = |zk+1 − zk|
∥∥∥∥∫ 1
0
ϕ′(tzk+1 + (1− t)zk)dt
∥∥∥∥
2
et don
‖γ(tk+1)− γ(tk)‖2 = |zk+1 − zk|
(
j=n∑
j=1
∣∣∣∣∫ 1
0
ϕ′j(tzk+1 + (1− t)zk)dt
∣∣∣∣2
) 1
2
,
où les ϕj sont les fontions omposantes de ϕ. Étant donné que ξ0 n'est pas
un point singulier, il existe une onstante stritement positive c1 dépendant
de ϕ telle que : (
j=n∑
j=1
∣∣∣∣∫ 1
0
ϕ′j(tzk+1 + (1− t)zk)dt
∣∣∣∣2
) 1
2
> c1.
Don on a
Vσ(γ) > c1 |zp − z0| = c1 |zˆ2 − zˆ1| , ∀σ ∈ S[0,1], ∀γ ∈ CV B(ϕ(zˆ1),ϕ(zˆ2))([0, 1], A˜).
Il en résulte que
d(ϕ(zˆ1), ϕ(zˆ2)) > c1 |zˆ1 − zˆ2| .
Pour l'autre inégalité, il sut de voir, par dénition de la métrique d(·, ·),
que l'on a
d(ϕ(zˆ1), ϕ(zˆ2)) 6
∫ 1
0
∥∥∥∥ ddtϕ(tzˆ1 + (1− t)zˆ2)
∥∥∥∥
2
dt 6 c2 |zˆ1 − zˆ2| ,
ar ξ0 est un point régulier de A˜, d'où l'inégalité (9). Montrons maintenant
l'estimation (10). Supposons que ξ0 est dans A˜sing. On peut supposer sans
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perdre de généralité que ξ0 = 0. Soit ϕ la paramétrisation de Puiseux telle
que ϕ : D(0, 1)→ U ⊂ A˜ et z 7→ (czk, ψ2(z), . . . , ψn(z)), où U est un ouvert
de A˜, tel que U ∩ A˜sing = {0} et kl(0) > k, ave kl(0) = ord0(ψl) (ord0(ψl)
est l'ordre en 0 de ψl, l ∈ {2, . . . , n}). Nous allons ommener par montrer
l'estimation suivante
‖ϕ(z)‖2 > cϕ |z|k , ∀z ∈ D(0, ρ),
où cϕ est une onstante réelle stritement positive ne dépendant que de ϕ, la
onstante ρ est xée dans ]0, 1[ dépendant de ϕ. On peut supposer que ϕ est
holomorphe dans D(0, 1), on peut don développer les fontions omposantes
ϕl en série entière dans D(0, 1) en 0,
ψl(z) =
∞∑
j=kl(0)
1
j!
∂j
∂zj
ψl(0)z
k,
on obtient en fatorisant par zkl(0) et les inégalités triangulaires :
|ψl(z)| >
∣∣zkl(0)∣∣
 1
kl(0)!
∣∣∣∣ ∂kl(0)∂zkl(0)ψl(0)
∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=kl(0)+1
∂j
∂zj
ψl(0)z
j
∣∣∣∣∣∣
 ,
∀z ∈ D(0, 1). Ave les inégalités de Cauhy :∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=kl(0)+1
∂j
∂zj
ψl(0)z
j
∣∣∣∣∣∣ 6
∞∑
j=kl(0)+1
ρj−kl(0) ‖ψl‖D(0,1) , ∀z ∈ D(0, ρ).
La onstante ρ est dans l'intervalle ]0, 1[. On a don l'estimation i-dessous∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=kl(0)+1
∂j
∂zj
ψl(0)z
j
∣∣∣∣∣∣ 6 ‖ψl‖D(0,1) ρ1− ρ.
Si maintenant, nous faisons tendre ρ → 0 le membre de gauhe tend à son
tour vers 0, il existe don ρl ∈]0, 1[, tel que∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=kl(0)+1
∂j
∂zj
ψl(0)z
j
∣∣∣∣∣∣ 6 12kl(0)!
∣∣∣∣ ∂kl(0)∂zkl(0)ψl(0)
∣∣∣∣ , ∀z ∈ D(0, ρl).
Nous obtenons l'inégalité suivante
|ψl(z)| > |z|kl(0) 1
2kl(0)!
∣∣∣∣ ∂kl(0)∂zkl(0)ψl(0)
∣∣∣∣ , ∀l ∈ {1, . . . , n} , ∀z ∈ D(0, ρ),
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où ρ = min16l6n(ρl) assez petit. Il s'en suit√
|czk|2 + |ψ2(z)|2 + · · ·+ |ψn(z)|2 > c |z|k , ∀z ∈ D(0, ρ). (11)
Fixons zˆ1 dansD(0, 1). Soit maintenant, γ un hemin de CV B
(0,ϕ(zˆ1))([0, 1], A˜).
Choisissons σ = (t0, . . . , tp) une subdivision dans S[0,1]. Par onstrution de
la paramétrisation de Puiseux, voire le paragraphe 3.4 et en partiulier la
proposition 2, il existe z0, . . . , zp dans D(0, 1), tels que ϕ(zj) = γ(tj), pour
tout j dans {0, . . . , p} ave |zj | < |zj+1| et zp = zˆ1.
Vσ(γ) =
j=p−1∑
j=0
‖ϕ(zj+1)− ϕ(zj)‖2 .
On peut trouver une subdivision σ0 de S[0,1] plus ne que σ de sorte que z1
soit dans D(0, ρ). Don d'après l'estimation (11) on a
Vσ0(γ) > c |z1|k +
j=p−1∑
j=1
‖ϕ(zj+1)− ϕ(zj)‖2 . (12)
Rappelons que z0 = 0. Il nous reste à minorer les termes de la somme. Nous
avons
ϕ(zj+1)− ϕ(zj) =
∫ 1
0
d
dt
ϕ(tzj+1 + (1− t)zj)dt, ∀j ∈ {1, . . . , p− 1} ,
d'où
‖ϕ(zj+1)− ϕ(zj)‖2 = |zj+1 − zj |
(
l=n∑
l=1
∣∣∣∣∫ 1
0
ϕ′l(tzj+1 + (1− t)zj)dt
∣∣∣∣2
) 1
2
,
où les ϕl sont les fontions omposantes de ϕ, don
‖ϕ(zj+1)− ϕ(zj)‖2 > |zj+1 − zj |
∣∣∣∣∫ 1
0
k(tzj+1 + (1− t)zj)k−1dt
∣∣∣∣ .
En onlusion,
‖ϕ(zj+1)− ϕ(zj)‖2 >
∣∣(zj+1)k − (zj)k∣∣ > |zj+1|k−|zj|k , ∀j ∈ {1, . . . , p− 1} ,
ar |zj| < |zj+1| , ∀j ∈ {0, . . . , p− 1}. En reportant l'inégalité i-dessus dans
l'estimation (12), on obtient
Vσ0(γ) > min(c, 1) |zp|k = min(c, 1) |zˆ1|k .
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L'inégalité i-dessus est enore vraie pour tout σ ∈ S[0,1], σ < σ0 ; d'où
V (γ) > min(c, 1) |zˆ1|k .
Nous pouvons onlure
d(0, ϕ(zˆ1)) > c1 |zˆ1|k , c1 = min(c, 1).
En e qui onerne l'autre inégalité, il sut de remarquer que nous avons,
d(0, ϕ(zˆ1)) 6
∫ 1
0
∥∥∥∥ ddtϕ(tzˆ1)
∥∥∥∥
2
dt,
et ei par la onstrution même de la métrique d. Par un alul similaire
aux préédents, nous déduisons que∫ 1
0
∥∥∥∥ ddtϕ(tzˆ1)
∥∥∥∥
2
dt 6 c2 |zˆ1|k ,
où c2 est une onstante ne dépendant que de ϕ. 
Nous allons démontrer maintenant que la fontion extrémale VA∩B(x0,c1εk)
vérie la propriété d'HCP dans A˜muni de la métrique des géodésiques dénie
dans e paragraphe.
Proposition 6 Soit A une ourbe algébrique réelle loalement irrédutible
muni de d(·, ·) la métrique des géodésiques dans A˜. Alors, la fontion ex-
trémale vérie la propriété de ontinuité de Hölder loale dans A˜, pour la
métrique d(·, ·). Plus préisément, il existe ε0, µ0 ∈]0, 1[ (dépendant de x0)
tel que ∀ε ∈]0, ε0[, ∀µ ∈ ]0, µ0[ :
•Si x0 ∈ Asing,
VA∩B(x0,c1εk)(ξ) 6 C(x0)µ
1
2k , ∀ξ ∈ BA˜(x0, εkµ) (13)
où k est la multipliité omplexe du point singulier x0 dans A˜.
•Si x0 ∈ Areg ∩ ∂A,
VA∩B(x0,c1ε)(ξ) 6 C(x0)µ
1
2 , ∀ξ ∈ BA˜(x0, εµ). (14)
•Si x0 ∈ Areg \ ∂A,
VA∩B(x0,c1ε)(ξ) 6 C(x0)µ, ∀ξ ∈ BA˜(x0, εµ). (15)
Ave BA˜(x0, r) :=
{
ξ ∈ A˜ : d(x0, ξ) < r
}
, r est un réel stritement positif
et C(x0) une onstante stritement positive loalement supérieurement ma-
jorée.
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Preuve : Commençons par démontrer (13). Comme nous l'avons fait
dans les démonstrations préédentes, nous pouvons supposer, sans perdre de
généralité, que x0 = 0. D'après la proposition 5 du 4.2, modulo un hange-
ment de oordonnées unitaire, il existe des onstantes ρ, ε0 et c1, réelles,
stritement positives et dépendant seulement de la paramétrisation loale ϕ.
Cette paramétrisation est la paramétrisation de Puiseux onstruite dans la
proposition 2 du 3.4 ; rappelons que nous avons ρ > ε0 > ε > 0.
Soit ξ ∈ BA˜(x0, εkµ), d'après le (10) du lemme 5 du 4.3, l'inégalité suiv-
ante est vériée, |zˆ|k 6 εkµ
c1
, où ϕ(zˆ) = ξ. Maintenant, en utilisant le (5) de la
proposition 5 du 4.2, on peut érire :∀ε ∈]0, ε0], ∀θ ∈
{
2kσj π
k
: j ∈ {1, . . . , rσA}
}
,
VA∩B(0,c˜1εk) ◦ ϕ(z) 6 c˜2VεR<rσA>(z) 6 c˜2VεI(e−iθz), ∀z ∈ D(0, ρ) (1),
où σ ∈ {+,−} et 0 < ε0 < ρ. Choisissons 0 < µ0 < c1 de sorte que ∀µ ∈]0, µ0]
implique
µ
c1
< ρk, don
(
|zˆ|
ε
)k
< µ
c1
< ρk. Ave l'inégalité (1) et du fait que
l'on puisse utiliser le lemme 3 du 4.2, ar on a hoisit µ0 de sorte que
µ0
c1
< 1
nous déduisons :
VA∩B(0,c˜1εk)(ξ) 6 c˜2VI
(
e−iθ
zˆ
ε
)
6 Cµ
1
2k .
Pour démontrer (14) la tehnique de démonstration est identique, en eet
soit ξ ∈ BA˜(0, εµ), il existe zˆ ∈ D(0, 1) tel que ϕ(zˆ) = ξ. D'après le (9) du
lemme 5 on a d(0, ξ) > c1 |zˆ|, d'où |zˆ| 6 εµc1 . On onlut ave le lemme 4 du
4.2,
VA∩B(0,c˜1ε)(ξ) 6 c˜2VεI(zˆ) 6 Cµ
1
2 .
L'Estimation (15) est semblable à la (13). 
5 Démonstration des théorèmes
Nous allons démontrer les théorèmes 1 et 2 qui font l'objet de notre papier.
Pour e faire, nous ommenerons par démontrer le lemme suivant.
Lemme 6 Soit ϕ : D(0, r) −→ Cn une appliation holomorphe dénie dans
le disque ouvert D(0, r) de C (r > 0) telle que ϕ(0) = 0. Notons ϕ =
(ϕ1, . . . , ϕn) et k = min16j6n(ord0(ϕj)). Alors il existe un réel stritement
positif r0 dépend uniquement de l'appliation ϕ, tel que : ∀p ∈ R[x1, . . . , xn],
∀r ∈]0, r0[, ∀z ∈ D(0, r02 ),∣∣ ∂
∂z
(p ◦ ϕ)(z)∣∣√ ∑
16j6n
∣∣ϕ′j(z)∣∣2 6
c
pi
∫ 2π
0
dθ∣∣z + r
2
eiθ
∣∣k−1 × ‖p ◦ ϕ‖D(0,r0)r . (16)
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Preuve : Les fontions omposantes de ϕ se développent en série entière
ar ϕ est holomorphe, don : ∀l ∈ {1, . . . , n},
ϕl(ξ) =
∑
kl6j
al,jξ
j, kl = ord0(ϕl), kl > 1
Comme al,kl 6= 0 lorsque z −→ 0, il existe rl ∈]0, 1[ tel que :
|ϕl(ξ)| > cϕ,l |ξ|kl−1 , ∀ξ ∈ D(0, rl),
d'où
‖ϕ′(ξ)‖2 > cϕ |ξ|k−1 , ∀ξ ∈ D(0, r0), r0 = min
16l6n
(rl), k = min
16j6n
(kl).
Majorons
∣∣ 1
zk−1
∂
∂z
(p ◦ ϕ)∣∣. Il est aisé de voir que la singularité en 0 est ar-
tiielle. Don
1
zk−1
∂
∂z
(p ◦ ϕ) est holomorphe dans D(0, r0). Nous pouvons
appliquer suessivement la formule intégrale de Cauhy à
1
zk−1
∂
∂z
(p ◦ϕ), an
d'obtenir les inégalités voulues.
1
zk−1
∂
∂z
(p ◦ ϕ)(z) = 1
2pii
∫
C(z, r
2
)
1
ζk−1
1
2pii
∫
C(ζ, r
2
)
p ◦ ϕ(ξ)
(ζ − ξ)2dξ
dζ
ζ − z
=
1
2pii
∫ 2π
0
1
(z + r
2
eiθ2)k−1
1
2pii
∫ 2π
0
p ◦ ϕ(z + r
2
eiθ2 + r
2
eiθ1)
r
2
eiθ1
dθ1dθ2,
∀r ∈]0, r0[, ∀z ∈ D(0, r
2
).
D'où ∣∣∣∣ 1zk−1 ∂∂zp ◦ ϕ(z)
∣∣∣∣ 6 cpi
∫ 2π
0
1∣∣z + r
2
eiθ
∣∣k−1 ‖p ◦ ϕ‖D(z,r0)r dθ,
∀r ∈]0, r0[, ∀z ∈ D(0, r
2
).
D'où l'estimation (16). 
Commençons par démontrer 1. du théorème 1.
Preuve : Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que x0 = 0
et que 0 ∈ Asing.
Soit p un polynme dans R[x1, . . . , xn] xé. Si v ∈ C(A, 0) est un veteur
tangent unitaire, alors la branhe de A tangente à v est paramétriseé par
ϕ|
R
<r
+
A
> ou ϕ|
R
<r
−
A
> (ϕ paramétrisation de Puiseux), ei d'après la proposi-
tion 2 du 3.4. On peut don hoisir l un entier dans {0, . . . , k − 1}, tel que
le segment [0, ei
2lpi
k ] ⊂ R<r+A> ∪R<r−A> et ϕ|
[0,ei
2lpi
k ]
paramétrise la branhe de
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A à laquelle le veteur v est tangent. Pour des ommodités d'ériture et de
aluls, nous ne hangerons rien au résultat voulu, si nous transformons le
segment [0, ei
2lpi
k ] en [0, 1], par une rotation dans C d'angle −2lπ
k
(bien évidem-
ment C est orienté dans le sens diret). L'ensemble R<r+A> ∪R<r−A> n'est en
rien modié par ette rotation.
D'après l'inégalité (16) lemme 6 :
|Dvp(0)| 6 c
rk
‖p ◦ ϕ‖D(0,r) , ∀r ∈]0, r0], (17)
la onstante r0 est réelle stritement positive ne dépendant que de ϕ. D'après
le (13) la proposition 6, il existe µ0, ε0 > 0 tel que : ∀ξ ∈ A˜, d(ξ, 0) 6 εkµ,
VA∩B(x0,c1εk)(ξ) 6 C(x0)µ
1
2k (1)
Quitte à diminuer la valeur de µ0, on peut don érire :
|Dvp(0)| 6 c
(εµ)k
‖p ◦ ϕ‖D(0,εµ) , ∀µ ∈]0, µ0[, ∀ε ∈]0, ε0[.
Estimons ‖p ◦ ϕ‖D(0,εµ) ; 'est du (10) du lemme 5 du 4.3 dont nous obtenons
l'estimation i-dessous,
‖p ◦ ϕ‖D(0,εµ) 6 ‖p‖B
A˜
(0,c2(εµ)k)
, ∀µ ∈]0, µ0[, ∀ε ∈]0, ε0[, (18)
(ar ϕ(D(0, εµ)) ⊂ BA˜(0, c2(εµ)k)).
|Dvp(0)| 6 c
(εµ)k
‖p‖B
A˜
(0,c2(εµ)k)
, ∀µ ∈]0, µ0[, ∀ε ∈]0, ε0[,
ave inégalité de Bernstein-Walsh :
|Dvp(0)| 6 c
(εµ)k
‖p‖A∩B(0,c1εk) exp
(
deg(p) sup
B
A˜
(0,c2(εµ)k)
VA∩B(0,c1εk)
)
.
En utilisant la propriété d'HCP de la fontion de Green (1), on obtient :
∀µ ∈]0, µ0[, ∀ε ∈]0, ε0[,
|Dvp(0)| 6 c
(εµ)k
‖p‖A∩B(0,c1εk) exp
(
C3 deg(p)(µ
k)
1
2k
)
,
d'où
|Dvp(0)| 6 c
(εµ)k
‖p‖A∩B(0,c1εk) exp
(
C3 deg(p)µ
1
2
)
.
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En posant µ = C˜
(deg p)2
, ave 0 < C˜ < µ0
|Dvp(0)| 6 c eC3·
√
C˜
(
C˜(deg(p))2
ε
)k
‖p‖A∩B(0,c1εk) .
Le (1) du théorème 1 est don montré.
Pour démontrer 2. et 3. du théorème 1, la démonstration tehniquement
identique, seulement il faut utiliser le (14) et (15) de la proposition 6, le (9)
et (20) du lemme 5 et le lemme 4. 
Un exemple intéressant a été démontré par L.Bos [7℄ d'inégalités de
Markov tangentielles sur ertaines ourbes algébriques de R2. Il montre que
l'exposant k est optimum sur les ourbes de type :
Γ = {(tp, tq) : t ∈ [0, 1]} ,
où p et q sont deux entiers naturels premiers entre eux, tels que p < q. Pour
des inégalités globales, il montre que k ne peut être plus petit que p. Or
et entier k est aussi la multipliité omplexe du point (0, 0) de la ourbe
algébrique omplexiée Γ˜ de Γ, sans oublier que tous les autres points de
Γ sont des points réguliers, don loalement ont un exposant de Markov au
moins égal à 1 ou p. Le théorème 1 onforte l'idée que la multipliité des
points d'une ourbe algébrique joue un rle sur l'exposant de Markov, on
peut même penser que les points singuliers d'une ourbe algébrique réelle se
omportent omme un bord, e qui expliquerait l'apparition du 2k à l'ex-
posant.
L'auteur remerie haleureusement M. Baran, J. Duval, L. Bos, N. Leven-
berg et A. Zeriahi pour les entretiens frutueux et intéressants qui ont permis
d'ahever e travail.
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